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Regel von de L'Hospital

Vorwort

Es gibt zahlreiche Funktionen, die bei der Berechnung eines Grenzwertes mit dem Grenzwertsatz

Probleme bereiten.

Dann hilft in vielen Fallen der Satz von de L’'Hospital weiter. Dies wird hier besprochen.

Anfangliche Beispiele sind fur den gymnasialen Einsatz gedacht, spatere Beispiele sind eigentica.fir

Studenten

Am Ende folgt eine exakte Formulierung des Satzes von Bernoulli und de L‘Hospital.
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Teil 2 Eher fiir Studium

p— X_
m1 cos(x) e” -1

2.1 li Seite 12 2.2 lim — Seite 12
x—=0 eX_1 x—0 Sin(X)
X_ —X X_ _
23 lim&—° Seite 12 24  lim& 12X Seite 12
x—0 sin(x) x>0 sin?(x)
X_ X_
25 ImS—° Seite 12 26  ImS =8 Suite 13
x-1 In(x) x->1In(x?)
27 IimS32X) =1 Seite 13 28 lim ANX)=X Seite 13
x>0 x x—0 X3
i tan(nx)
m-——- _ ™
29 2 x-2x Seite 14 2.10 1-ceN Seite 14
x—01—Ccos(2x)
211 fim 3N Seite 14 212 limeinX) Seite 14
> (x=1) X= 7In\1+x2
2 : _ x% +2.cos(x) -2
243 fim X 1+SINGX=3)  gite 14 2 11\ X_*+2:008(x) Seite 15
x—1 2x -2 x—0 X —sin(x)
_ x-(1—cos(x)) _ _ x—=In(x+1) .
215 lim—m— ™m————= Seite 15 2.16 lim ———= Seite 15
x>0 x—sm(x) x-0 1-cos(x)
217 lim In(4x+2)-e7 Seitl 16 2.18  lim (In(x)-sin(x)) Seite 16
X—0 X—>00
In(cos? (x
2.19 |imw Seie 16 220  lim 2rctantx) Seite 17
x-0  gin (X) x—=>0 X3—X
T _arcsin(x i _
>y Seite 17 222 Jim SN(X)=x Seite 17
x=>1 11— x—0 cosh(x)—1
_ x?.4.cesh(x-2)
223 lim —— Seite 17
X—2 3x—6
Teil 3 Die Form oo—0:
. 1 1 . . 1 1 .
3.1 lim| ——— Seite 18 3.2 lim | — - Seite 18
=0 In(x+1)  x x>0\ sin(x) X
3.3 Iiml~ _1 —l Seite 19
x-0 X sm(x) X

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



51140

Regel von de L'Hospital

Die Form 0°
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Teil 1 Empfehlung firs Gymnasium

Beispiel 1.1: Der unbestimmte Ausdruck %

2_
Gesucht ist der Grenzwert  lim 2X—4 Ein Schiler wendet den Grenzwertsatz so an:
IXl>o0 X2 +9
22 g lim(2P-4)
lim 3 = Xlow =— und ist dann am Ende seiner Weisheit.
> 219 lim (x?+9)
IXl—>00
1. Losungswegq: Man kirzt durch die hochste x-Potenz des Nenners:
4 . 4
2 lim (2—)
2 _ 2 2 9
jm 252 jm 2 Mo XL 25 denn limay= und lim =0
IXl>0 x“ +9 |X|—>oo1+% lim (1+9j 1 Ao x X—0 X
X IXl—>o0 X2

Jetzt hat der Grenzwertsatz den Grenzwert 2 ergeben.

2. Losungswed.

Der franzésische Mathematiker de L‘Hospital (gesprochen: ,de Lopidall“) hat um 1696 folgendes
veroffentlicht:

Eine Bruchfunktion hat a: aselben Grenzwert wie eine andere Bruchfunktion, |
die dadurch entsteht, ¢~< = man Zahler und Nenner getrennt fiir sich ableitet.
(Achtung: Also nick ¢ r.ic Quotientenregel verwenden!)

o 2x?-4 . 4x
lim = lim =2=2
IXl—>0 X2 +9 IXl>c0 2X

Regel von de L'Hospital

Z(x
Eine Funktion h(x) = (x) hat flir x — +oo (oder fir x — 0 ) denselben Grenzwert,

N(x)
wie die Funktion h*, die dadurch aus h entsteht, dass man Zahler und Nenner
getrennt ableitet.

lim h(x)=_lim Z(X) _ i 2X)

X—>+o0 X—>+00 N(x) X—>F00 N'(x)

falls der letzte Grenzwert existiert.
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3 _ 2 _
Beispiel 1.2: [
x—0 2%° +3X° +2x +1

Auch hier fiihrt der Grenzwertsatz zum unbestimmten Ausdruck 2.

o0
3 _ 2 _ Hosp 2

Nach de L’'Hospital folgt jedoch: lim X 3 2X 2+ Sx—4 = lim _3X2 4x+95 N

x—>» 2x° 4+ 3X° +2X +1 X% GX° 4+ 6X + 2 0

2 _ Hosp _

Nachste Anwendung von de L'Hospital lim 3x —ax+S T lim bx -4 2

x> 6X% +6X + 2 x> 12x+6 (o

— Hosp

Né&chste Anwendung von de L‘Hospital lim bx-4 % lim 6 _1

x—= 12X + 6 xoe 12 2
Hier wurde also der Satz von de L‘Hospital dreimal nacheinander zur Anwendung’gebracht.

Eine Lésung ohne diesen Satz ist so mdglich:

. X2 -2x*+5x-4 < x| 1 . a b . ¢
lim — > = lim =—,denn lim =k i —-= lim—=0
x>0 2x° +3X° +2X+1  xo® D +%+%++ 2 xoulxl oo x2  xow
X X
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Beispiel 1.3 lim X

X—oo X

Anwendung des Satzes von de L‘Hospital :

1
__Inx Hosp 4
im— = limX=Ilm—-=0
X—oo X x—o0 1 X—00 X

Fir x — oo erhalt man den unbestimmten Ausdruck i.

Folgerung: Das Schaubild y = Inx hat fir x — o« die waagrechte Asymptote y = 0-(x-rlise).
X

A A
y
. ¢ ' ' : + : + ' : " —— ' } )'(;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 135,14 15 16
14
N J

Beispiel 1.4 lim

x—>1x4 -1

In(x) Hosp 1 1 1
lim ( ) = lim=*=Ilm—=—=
x—>1x2 _1 x>12X  x>12x2 2

Das Schaubild hat das Loch L[4!=)

Beispiel 1.5 Der unbestimmte Ausdruck 0.c0.

Der Grenzwert von f(x)=x-Inx 3{r x —0 ist problematisch:
l \
K€
RN -—> —00
Und so bendtigt man.wieder die Regel von de L’Hospital.

Man muss jedoch cas ’rodukt in die fiir de L‘Hospital notwendige
Bruchform bririgan.

_ _Inx Hosp— y1 .11 .
TN |nx)= im — = Iim ——lim|—-x%|=-1lm x=0
X—U Tx—>0 X_1 x—0 _XZT x—0| X x—0
In einen Bruch De L'Hospital Potenzrechnung

verwandeln

Fir x — 1 erhalt man denfunbestimmten Ausdruck %
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Beispiel 1.6 Der unbestimmte Ausdruck «-0.

lim x-e X=7
X—>00
Der Versuch, den Grenzwertsatz auf das Produkt anzuwenden, scheitert so:

X X

lim x-e™" = lim x- lim e~
X—>0 X—0 X—0
_—
o 0
Man wird auf das Produkt "0-o" gefiihrt, das genauso wie "=" keinen eindeutigen Wort hat.

Es hilft jedoch die Regel von de L ‘Hospital:

1. Schritt: Man verwandelt das Produkt x-e ™ in einen Bruch:

2. Schritt:

Dieser Bruch hat fiir X — oo denselben Grenzwert wie die neue Fuaktion, die dadurch entsteht, dass

man den Zahler des Bruches und den Nenner jeweils fiir sich ahleitet (also nicht die Quotientenregel

anwenden!)
De L'Hospital
In einen Bruch ; )
verwandeln | Zuriick
\ | verwandeln
. . x . X . 1 . -x
lim f(x) = lim x-e3” 2\lim — = lim — = lim e X =0
X—>00 X—>00 xvogX  x—oweX  x—w
Folgerung:

Die Gerade mit der Gleichuna.v = U ist die waagerechte Asymptote der Kurve y=x-e* fir x —» o.

f hy \
. . X
-1 i 2 3 4 5
-1--
..2--
-3--
-4--
NG /
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